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z を絶対値が 1 の複素数とする．このとき以下の問いに答えよ．

(1) z3 ¡ z の実部が 0 となるような z をすべて求めよ．

(2) z5 + z の絶対値が 1 となるような z をすべて求めよ．

(3) n を自然数とする．zn + 1 の絶対値が 1 となるような z をすべてかけ合わせて得られる複素数を求め
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【テーマ】：極形式とド・モアブルの定理S Ð ]
z = 1 であるから z = cosµ+ i sinµ とおいて考えます．また，2 つの複素数 arg(z1) = µ1;arg(z2) = µ2

において，arg(z1z2) = arg(z1) + arg(z2) が成り立つことを利用します．g q
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(1) z = 1 であるから，z= cosµ+ i sinµ (¡¼< µ 5 ¼) とおくことができる．よって，

z3 ¡ z = (cosµ+ i sinµ)3 ¡ (cosµ+ i sinµ)

= cos 3µ¡ cosµ+ i(sin 3µ¡ sinµ)

となる．実部が 0 であることから，

cos 3µ¡ cosµ= 0 () cosµ(cos2 µ¡ 1) = 0

よって，cosµ = 0;§1 である．¡ ¼< µ 5 ¼ より，

µ= 0;§ ¼
2
;¼

であるから，求める複素数 z は，z = §1;§iÝÝ(答)

(2) z5 = cos 5µ+ i sin 5µ である．

z5 + z = (cosµ+ i sinµ)5 + (cosµ+ i sinµ)

= cos 5µ+ cosµ+ i(sin 5µ+ sinµ)

z5 + z = 1 であるから， z5 + z 2 = 1 である．ゆえに，

(cos 5µ+ cosµ)2 + (sin 5µ+ sinµ)2 = 1

cos2 5µ+ 2cos 5µ cosµ+ cos2 µ+ sin2 5µ+ 2sin 5µ sinµ+ sin2 µ = 1

2(cos 5µ cosµ+ sin 5µ sinµ) + 2 = 1

2 cos(5µ¡ µ) = ¡1 () cos 4µ= ¡ 1
2

¡¼< µ 5 ¼ であるから，¡ 4¼< 4µ 5 4¼ である．よって，
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ゆえに，
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i (複号任意)ÝÝ(答)

(3) zn = cos nµ+ i sin nµ である．

zn + 1 = (cosµ+ i sinµ)n + 1 = cos nµ+ 1+ i sin nµ

zn + 1 = 1 であるから， zn + 1 2 = 1 である．よって，

(cos nµ+ 1)2 + sin2 nµ = 1

cos2 nµ+ 2cos nµ+ 1+ sin2 nµ = 1 () cos nµ = ¡ 1
2

ゆえに，nµ = § # 2
3
¼+ k£ 2¼; (k は 0 以上の整数) と表すことができる．n = 1; 2; 3;Ý とするとき，

µ = § 2
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のようになるため，argz = µ と argz = ¡µ である複素数がセットで現れる．そのため，m を自然数とし

て一方の複素数を zm とすればもう一方の複素数は zm となる．

ゆえに，求める複素数の積は，zmzm = zm 2 = 1 であることから，

z1z1 ¢ z2z2 ¢ z3z3 ¢ ÝÝ ¢ znzn = z1 2 z2 2 z3 2ÝÝ zn 2 = 1ÝÝ(答)

となる．
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(1) は，極形式で表さなくても次のようにして解くことができます．{ F …
題意より，z3 ¡ z は純虚数であるから，

z3 ¡ z = ¡(z3 ¡ z)

が成り立つ．この式を変形すると，

z3 ¡ z = ¡(z)3 + z () z3 + (z)3 ¡ (z+ z) = 0

() (z+ z) fz2 ¡ zz+ (z)2g ¡ (z+ z) = 0

() (z+ z) fz2 ¡ zz+ (z)2 ¡ 1g = 0

() (z+ z) fz2 ¡ 2zz+ (z)2g = 0 (Û z 2 = 1 () zz = 1)

() (z+ z)(z¡ z)2 = 0

ゆえに，z = ¡z または z = z すなわち z は実数または純虚数である． z = 1 であることから，求める複素

数 z は，z = §1;§iÝÝ(答)� ™
(2) の複号任意というのは，符号はすべての組合せをとるということを意味します．すなわち，z= § 1
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(複号任意) とは，
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の 4 つを表しています．

(3) では，複素数の積を考えます．複素数の積は偏角の和になります．argz = µ と argz = ¡µ となる複素数

がセットで現れるのですから，その和は 0 となります．すなわち積は cos 0 + i sin 0 = 1 になるということです．
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