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数列 fang; fbng を

a1 = b1 = 0; an+1 = an + 2; bn+1 = an + bn +
4
3
(n = 1; 2; 3;ÝÝ)

によって定める．

(1) 一般項 an; bn を求めよ．

(2) 関数の列 fn(x) (n = 1; 2; 3;ÝÝ) をX f1(x) = x2
fn+1(x) =

1
2

Z x+2

x
fn(t) dt (n = 1; 2; 3;ÝÝ)

によって定める．

j f2(x);f3(x) を求めよ．

k すべての自然数 n について，fn(x) = x2 + anx+ bn が成り立つことを，数学的帰納法によって証明

せよ．� �
【テーマ】：関数列S Ð ]
(1) は，与えられた漸化式から fang が等差数列，fbng に関する漸化式は，階差型の漸化式であることがわかり

ます．(2) は，関数が漸化式の形で与えられているので，j は具体的に代入して求められますし，k は問題文に

あるように数学的帰納法を用いて示しましょう．g q
| Ä

D

(1) 数列 fang は，初項 0; 公差 2 の等差数列であるから，

an = 0+ (n ¡ 1) ¢ 2 () an = 2n¡ 2ÝÝ(答)

また，

bn+1 = bn + 2n ¡ 2 +
4
3

() bn+1 = bn + 2n ¡
2
3

n = 2 のとき，

bn = b1 +
n¡1
P

k=1
#2k¡ 2

3
;

= 2 ¢
1
2
n(n ¡ 1)¡ 2

3
(n ¡ 1)

= n2 ¡ 5
3
n + 2

3

n = 1 のとき，b1 = 1¡
5
3
+
2
3
= 0 であるから，n = 1 のときも成り立つ．よって，

bn = n2 ¡
5
3
n+ 2

3
ÝÝ(答)

(2) 【証明】

fn+1(x) =
1
2

Z x+2

x
fn(t) dt ÝÝ 1
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j 与えられた漸化式より，

f2(x) =
1
2

Z x+2

x
t2 dt f3(x) =

1
2

Z x+2

x
#t2 + 2t+ 4

3
; dt

=
1
2
� 1
3
t3 „x+2

x
= x2 + 2x+ 4

3
+
1
2
� t2 + 4

3
t„x+2
x

=
1
6
f(x+ 2)3 ¡ x3g = x2 + 2x+ 4

3
+
1
2
f(x+ 2)2 ¡ x2g+ 2

3
(x+ 2¡ x)

= x2 + 2x+ 4
3
ÝÝ(答) = x2 + 4x+ 14

3
ÝÝ(答)

k Q n = 1 のとき，f1(x) = x2 であるから，a1 = b1 = 0 であることより成り立つ．

R n = k のとき，fk(x) = x2 + akx+ bk が成り立つと仮定すると，

n = k+ 1 のときは，1 に n = k を代入して，

fk+1(x) =
1
2

Z x+2

x
fk(t) dt

=
1
2

Z x+2

x
(t2 + akt+ bk) dt

= x2 + 2x+ 4
3
+
1
2
� 1
2
akt2 + bkt„x+2

x

= x2 + 2x+ 4
3
+
1
4
akf(x+ 2)2 ¡ x2g+

1
2
bk(x+ 2¡ x)

= x2 + 2x+ 4
3
+
1
4
ak(4x+ 4) + bk

= x2 + (ak + 2)x+ ak + bk +
4
3

より，ak+1 = ak + 2; bk+1 = ak + bk +
4
3
であることより n = k+ 1 のときも成り立つ．

以上より，すべての自然数 n に対して，fn(x) = x2 + anx+ bn が成り立つことが示された． （証明終）
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(2) は，漸化式の形で与えられた関数列を解く問題です．漸化式と数学的帰納法は仕組みが同じなので，問題文で

数学的帰納法で証明せよと書かれていなくても自分で気付けるようになっておく必要があります．ちなみに，(1) の

結果から，

fn(x) = x2 + 2(n ¡ 1)x+ n2 ¡
5
3
n + 2

3

であることがわかります．また，f3(x) の計算ですが，
1
2

Z x+2

x
t2 dt は，f2(x) で計算をしているので，その結果

を用いています．k における数学的帰納法での証明の途中でも利用しています．
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