
【解答と解説】 2015/6/26

� �
2 （010　千葉大） 【難易度】 ÝT

a; b は実数とする．関数 f(x) は，f(x) = a sinx+ b cosx+
Z ¼

¡¼
f(t) cos t dt を満たし，かつ，

¡¼ 5 x 5 ¼ における最大値は 2¼ である．このとき，
Z ¼

¡¼
ff(x)g

2
dx を最小にする a; b の値と，その最小

値を求めよ．� �
【テーマ】：定積分で表された関数S Ð ]
Z ¼

¡¼
f(t) cos t dt は定数なので，A と置きます．そうすれば，A の値を求めることができるため，f(x) が決定

できます．g q
| Ä

D

A =
Z ¼

¡¼
f(t) cos t dt とおくと，f(x) = a sinx+ b cosx+A であるから，

A =
Z ¼

¡¼
(a sin t+ b cos t+A) cos t dt

=

Z ¼

¡¼
(a sin t cos t+ b cos2 t+A cos t) dt

ここで，sin t cos t は奇関数，cos2 t; cos t は偶関数であるから，

A = 2
Z ¼

0
(b cos2 t+A cos t) dt

=

Z ¼

0
fb(1 + cos 2t) + 2A cos tg dt

= � b #t+ 1
2
sin 2t;+ 2A sin t„¼

0

= b¼

よって，f(x) = a sinx+ b cosx+ b¼ である．

f(x) =
B

a2 + b2 sin(x+ ®) + b¼ $ただし，sin®= b
B

a2 + b2
; cos® = a

B

a2 + b2
<

¡¼ 5 x 5 ¼ において，¡ 1 5 sin(x+ ®) 5 1 であるから，

¡
B

a2 + b2 5
B

a2 + b2 sin(x+ ®) 5
B

a2 + b2

¡
B

a2 + b2 + b¼ 5
B

a2 + b2 sin(x+ ®) + b¼ 5
B

a2 + b2 + b¼

¡
B

a2 + b2 + b¼ 5 f(x) 5
B

a2 + b2 + b¼

f(x) の最大値は 2¼ であるから，
B

a2 + b2 + b¼= 2¼ ()
B

a2 + b2 = (2¡ b)¼ ÝÝ 1

である．
Z ¼

¡¼
ff(x)g2 dx =

Z ¼

¡¼
(a sinx+ b cosx+ b¼)2 dx

=

Z ¼

¡¼
!a2 sin2 x+ b2 cos2 x+ b2¼2 + 2ab sinx cosx+ 2b2¼ cosx+ 2ab¼ sinx9 dx

= 2

Z ¼

0
!a2 sin2 x+ b2 cos2 x+ b2¼2 + 2b2¼ cosx9 dx

= 2

Z ¼

0
#a2 ¢ 1¡ cos 2x

2
+ b2 ¢ 1 + cos 2x

2
+ b2¼2 + 2b2¼ cosx; dx
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= 2� a2
2
x¡ 1

4
sin 2x+ b

2

2
x+ 1

4
sin 2x+ b2¼2x+ 2b2¼ sinx„¼

0

= 2$ a2
2
¼+ b

2

2
¼+ b2¼3<

= (a2 + b2)¼+ 2b2¼3

= (2¡ b)2¼3 + 2b2¼3 (Û 1)

= ¼3 (3b2 ¡ 4b+ 4)

= ¼3 S3 #b2 ¡ 4
3
b;+ 4k

= ¼3 T3 #b¡ 2
3
;2 + 8

3
l

よって，b = 2
3
のとき，

Z ¼

¡¼
ff(x)g2 dx は最小値 8

3
¼3 をとる．また，このとき，1 から a の値は，

a2 + b2 = (2¡ b)2¼2 () a2 = (2¡ b)2¼2 ¡ b2

= #2¡ 2
3
;2 ¼2 ¡ 4

9

=
16
9
¼2 ¡ 4

9

=
4
9
(4¼2 ¡ 1)

よって，a = § 2
3

B

4¼2 ¡ 1 である．

以上より，

最小値：8
3
¼3 #a = § 2

3

B

4¼2 ¡ 1; b = 2
3
;ÝÝ(答)

} ~

q
前半は，

Z ¼

¡¼
f(t) cos t dt が定数であることがポイントです．定数ということは x とは無関係なので，A とおき

ます．そうすると f(x) が A を用いて表せるので，この f(x) を f(t) として，A =
Z ¼

¡¼
f(t) cos t dt へ代入す

れば A の値が求まります．教科書レベルの問題なので，確実にできるようにしておきましょう！ f(x) が決まれば，

最大値が 2¼ という条件から a; b に関する関係式が求められます．
Z ¼

¡¼
ff(x)g2 dx を計算すると a; b の式になる

ため，先ほど求めた a; b の関係式を用いて a を消去すれば b に関する式となり，最小値を求めることができるよう

になります．方針を立てるのに戸惑うかもしれませんが，与えられた条件をうまく使って一つずつ処理をしていきま

しょう！
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