
【解答と解説】 2015/5/21
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' （013　山口大） 【難易度】 ÝS
実数 x に対し，x を超えない最大の整数を [x] で表す．数列 fang が

an = [
p
n ] (n = 1; 2; 3;ÝÝ)

で定められるとき，次の問いに答えなさい．

(1) a1; a2; a3; a4 を求めなさい．

(2) n を自然数とする．

Sn =
n
P

i=1
ai = a1 + a2 +ÝÝ+ an

とするとき，次の等式を証明しなさい．

Sn = #n + 5
6
;an ¡ 12 an2 ¡ 13 an3� �

【テーマ】：格子点問題S Ð ]
(1) は，ガウス記号 [ x ] の意味を理解できれば計算するだけです．(2) は，Sn が何を表しているかを考えます．

格子点の個数として考えると計算方法が見えてくるでしょう．g q
| Ä

D

(1) 1<
p
2<
p
3<
p
4 = 2 であるから，

a1 = 1; a2 = 1; a3 = 1; a4 = 2ÝÝ(答)

(2) 【証明】

y= x2 (x = 0) のグラフを考える．y= k のとき，x=
p
k であるから，Sn は，下図斜線部分の格子点の

個数を表している．an = [
p
n ] であることから，領域 1 5 x 5 an;

1 5 y 5 n 内にある格子点の個数は， nan 個であることがわかるので，

領域 1 5 y < x2; 1 5 x 5 an 内にある格子点の個数を求める．

この領域を D とする．領域 D 内にあり，x = k (1 5 k 5 an) 上の

格子点の個数を L(k) とすると，

L(k) = k2 ¡ 1

である．よって，領域 D 内の格子点の個数 N は， O

y

x

y= x2

1

n

1
p
nan

D
k2

k

N =
an
P

k=2
(k2 ¡ 1) =

an
P

k=1
(k2 ¡ 1)

=
1
6
an(an + 1)(2an + 1)¡ an

=
1
3
an3 +

1
2
an2 +

1
6
an ¡ an

=
1
3
an3 +

1
2
an2 ¡

5
6
an

である．ゆえに，求める格子点の個数は，
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Sn = nan ¡N

= nan ¡ # 1
3
an3 +

1
2
an2 ¡

5
6
an;

= #n + 5
6
;an ¡ 12 an2 ¡ 13 an3

となるので，示された． （証明終）

} ~

q
(2) では，Sn の意味を考えると方針が立ちやすくなります．本問は，領域 D 内の格子点の個数を求めれば長方形

の格子点の個数からそれを除くことで斜線部分の格子点の個数が求められます．注意したいのは，y = x2 上の点は

除くということです．したがって，

N =
an
P

k=2
(k2 ¡ 1)

となりますが，k = 1 のときは k2 ¡ 1 = 0 なので，
an
P

k=2
(k2 ¡ 1) =

an
P

k=1
(k2 ¡ 1)

となります．
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