
【解答と解説】 2015/4/16
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" （006　徳島大） 【難易度】 ÝT
実数 µ (0<µ<¼) に対して，数列 fang を an = cos2 µ+cos2 2µ+ÝÝ+cos2 nµ (n = 1; 2; 3;ÝÝ) と

定める．

(1) 実数 ®;¯ に対して，sin® cos¯= 1
2
fsin(®+ ¯) + sin(®¡ ¯)g が成り立つことを示せ．

(2) (1 + 2 cos 2µ+ 2cos 4µ+ÝÝ+ 2cos 2nµ) sinµ = sin(2n + 1)µ が成り立つことを示せ．

(3) an ¡
1
2
(cos 2µ+ cos 4µ+ÝÝ+ cos 2nµ) を n の式で表せ．ただし，その式は µ を含んではなら

ない．

(4) an ¡
sin(2n + 1)µ
4 sinµ を n の式で表せ．ただし，その式は µ を含んではならない．

(5) lim
n!1

an
n を求めよ．� �

【テーマ】：無限級数S Ð ]
(1) は，積和の公式を証明するので，加法定理を用います．(2) は，(1) の結果を利用して，「差」の「和」の形を

作ります．(3) は，2 倍角の公式と (2) の結果を利用します．(4) は，(2); (3) の結果を利用します．(5) は，(4)

の結果を利用しますが， sin(2n + 1)µ
4n sinµ の極限をどのように考えるかがポイントとなります．g q
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(1) 【証明】

加法定理より，

sin(®+ ¯) = sin® cos¯+ cos® sin¯ ÝÝ 1

sin(®¡ ¯) = sin® cos¯¡ cos® sin¯ ÝÝ 2

1+2 より，

sin(®+ ¯) + sin(®¡ ¯) = 2 sin® cos¯

Ú sin® cos¯= 1
2
fsin(®+ ¯) + sin(®¡ ¯)g

となり，示された． （証明終）

(2) 【証明】

(左辺) = sinµ+
n
P

k=1
2 cos 2kµ sinµ

= sinµ+
n
P

k=1
fsin(2k+ 1)µ+ sin(1¡ 2k)µg (Û (1))

= sinµ¡
n
P

k=1
fsin(2k¡ 1)µ¡ sin(2k+ 1)µg

= sinµ¡ f(sinµ¡ sin 3µ) + (sin 3µ¡ sin 5µ) + (sin 5µ¡ sin 7µ) +Ý

Ý+ (sin(2n ¡ 3)µ¡ sin(2n ¡ 1)µ) + (sin(2n ¡ 1)µ¡ sin(2n + 1)µ)g

= sin(2n + 1)µ

ゆえに，示された． （証明終）
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(3) 2 倍角の公式を用いると，

an =
1+ cos 2µ

2
+
1 + cos 4µ

2
+
1 + cos 6µ

2
+ÝÝ+

1+ cos 2nµ
2

=
n
2
+
1
2
(cos 2µ+ cos 4µ+ cos 6µ+ÝÝ+ cos 2nµ)

Ú an ¡
1
2
(cos 2µ+ cos 4µ+ cos 6µ+ÝÝ+ cos 2nµ) = n

2
ÝÝ(答)

(4) (2) より，

sin(2n + 1)µ
4 sinµ =

1
4
+
1
2
(cos 2µ+ cos 4µ+ cos 6µ+ÝÝ+ cos 2nµ)

であるから，(3) の結果を用いて，

an ¡
sin(2n + 1)µ
4 sinµ = an ¡

1
2
(cos 2µ+ cos 4µ+ cos 6µ+ÝÝ+ cos 2nµ)¡ 1

4

=
n
2
¡
1
4
ÝÝ(答)

(5) (4) より，

an
n =

sin(2n + 1)µ
4n sinµ +

1
2
¡
1
4n

である．ここで，0 5 sin(2n + 1)µ
4n sinµ 5 1

4n sinµ である。 lim
n!1

1
4n sinµ = 0 となるので，はさみうち

の原理より，

lim
n!1

sin(2n + 1)µ
4n sinµ = 0 すなわち lim

n!1

sin(2n + 1)µ
4n sinµ = 0

である．ゆえに，

lim
n!1

an
n = limn!1$ sin(2n + 1)µ4n sinµ +

1
2
¡
1
4n < = 12ÝÝ(答)
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(1)～(4) は，数列と三角関数の融合問題なので，文系の人でも解答できます．数学cの要素は (5) だけですから，

数列と三角関数に関する知識がどれだけ備わっているかがポイントとなります．

(1) は，積和の公式の証明です．積和の公式は覚えておかなくてもよいので，導けるようにしておきましょう．

(2) は，等式の証明問題ですが，(1) を利用することを考えます．前問の結果がヒントとなることが多々あります．

各小問ごとに考えるのではなく，前問の結果を含めて考えるような演習を心がけてください．この設問は，(1) の結

果を使えば，「差」の「和」の形を作ることができます．分数式の和を計算するときも部分分数分解を行って，「差」

の「和」の形を作りますよね？それと同じ考え方で，直接和を求めることが難しい場合は，「差」を作ることを考えて

みましょう．

(3) は，2 倍角の公式を用いてと書きましたが，半角の公式と考えてもらっても構いません．

(4) は，(2); (3) の結果を合わせます．式の形を良く見てどこが同じものなのかを比較しながら式変形をしてみま

しょう．

(5) は，無限級数の問題ですが， lim
n!1

sin(2n + 1)µ
4n sinµ をどのように求めるかがポイントとなります．n ! 1 にす

ると，sin(2n + 1)µ の角度が 1 に発散するので，はさみうちの原理を用いることを考えます．lim
x!0

sinx
x = 1 と

混同しないように注意しましょう．

¡4¡ C 大学受験・数学塾　管理人：makoto


