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a を正の実数とし，2 つの放物線

C1 : y = x2; C2 : y = x2 ¡ 4ax+ 4a

を考える．

(1) C1 と C2 の両方に接する直線 ` の方程式を求めよ．

(2) 2 つの放物線 C1;C2 と直線 ` で囲まれた図形の面積を求めよ．� �
【テーマ】：共通接線S Ð ]
C1 の接線と C2 の接線が一致すると考えます．g q

| Ä

D

(1) C1 について，y0 = 2x より C1 上の点 (s; s2) における接線の方程式は，

y = 2s(x¡ s) + s2 () y= 2sx¡ s2 ÝÝ 1

C2 について，y0 = 2x¡ 4a より C2 上の点 (t; t2 ¡ 4at+ 4a) における接線の方程式は，

y = (2t¡ 4a)(x¡ t) + t2 ¡ 4at+ 4a () y = (2t¡ 4a)x¡ t2 + 4a ÝÝ 2

である．1 と 2 が任意の x に対して一致すればよいので，V 2s = 2t¡ 4a ÝÝ 3

¡s2 = ¡t2 + 4a ÝÝ 4

を得る．3 より，s = t¡ 2a であるから，4 へ代入して，

¡(t¡ 2a)2 = ¡t2 + 4a () t= a+ 1

このとき，s = ¡a+ 1 である．よって，2 から求める共通接線の方程式は，

y = (¡2a+ 2)x¡ (a+ 1)2 + 4a () y = (¡2a+ 2)x¡ (a¡ 1)2ÝÝ(答)

(2) (1) より，グラフは右図のようになるので，求める面積は図の
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斜線部分である．求める面積を S とすると，

S =
Z 1

1¡a
fx2 + 2(a¡ 1)x+ (a¡ 1)2g dx

+

Z 1+a

1
fx2 ¡ 4ax+ 4a¡ (¡2a+ 2)x+ (a¡ 1)2g dx

=

Z 1

1¡a
(x+ a¡ 1)2 dx+

Z 1+a

1
fx¡ (1 + a)g2 dx

= � 1
3
(x+ a¡ 1)3 „1

1¡a
+� 1
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(x¡ 1¡ a)3 „1+a
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=
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a3 ¡ 0 + 0¡ 1

3
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=
2
3
a3ÝÝ(答)
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共通接線の問題は，2 つのタイプがあります．1 つは，2 曲線 y= f(x) と y= g(x) が x= t で接しているとい

うものです．この場合，x= tにおける微分係数が等しくかつこの点を共有しているためV f0(t) = g0(t)
f(t) = g(t)

を満たせば十分です．もう 1 つは，本問のように 2 つの曲線は接していませんが，1 本の接線が 2 つの曲線と異なる

接点で接するというものです．この場合，本問の解答にあるように，互いの接線が一致するという条件から連立方程

式を作って解きます．

(2) は，放物線と接線で囲まれる部分の面積ですから，
Z

(x+ a)2 dx = 1
3
(x+ a)3 + C (C は積分定数)

という式を用いて計算すると楽に計算できます．接線なので必ず (x+ a)2 という形が作れるということを理解して

おかなければいけません．
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