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R （075　一橋大） 【難易度】 ÝT
z+ 4z が実数であり，かつ z¡ 2 = 2 であるような複素数 z を求めよ．� �
【テーマ】：複素数の基本計算S Ð ]
求める複素数を z = r(cosµ+ i sinµ) とおいて，r; µ を求める方法と，複素数 z+ 4z が実数であるという条

件を用いて等式を作り直接 z を求める方法があります．g q
| Ä
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求める複素数 z を z = r(cosµ+ i sinµ) (r > 0; 0 5 µ < 2¼) とおくと，
4
z =

4
r ¢

1
cosµ+ i sinµ

=
4
r ¢

cosµ¡ i sinµ
(cosµ+ i sinµ)(cosµ¡ i sinµ)

=
4
r ¢

cosµ¡ i sinµ
cos2 µ¡ i2 sin2 µ

=
4
r ¢
cosµ¡ i sinµ
cos2 µ+ sin2 µ

(Û i2 = ¡1)

=
4
r (cosµ¡ i sinµ)

である．したがって，

z+ 4z = #r cosµ+ 4r cosµ;+ i #r sinµ¡ 4r sinµ;
となる．これが実数であることから，

r sinµ¡ 4r sinµ = 0 () sinµ #r¡ 4r ; = 0
すなわち，sinµ = 0 または r= 4r であるから，r > 0; 0 5 µ < 2¼ より，µ = 0;¼ または r = 2 である．

Q µ= 0 のとき，

z = r より， z¡ 2 = 2 () r¡ 2 = 2 () r¡ 2 = §2

r > 0 より，r = 4

R µ= ¼ のとき，

z = ¡r より， z¡ 2 = 2 () ¡r¡ 2 = 2 () r+ 2 = §2

r > 0 より，不適．

S r = 2 のとき，

z = 2(cosµ+ i sinµ) より，

z¡ 2 = 2 () 2(cosµ+ i sinµ)¡ 2 = 2

() cosµ+ i sinµ¡ 1 = 1

() (cosµ¡ 1) + i sinµ 2 = 1

() (cosµ¡ 1)2 + sin2 µ= 1
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cos2 µ¡ 2 cosµ+ 1+ sin2 µ = 1 () cosµ= 1
2

このとき，sinµ= §
p
3
2
であるから，z= 2$ 1

2
§

p
3
2
i< = 1§ p3i

以上より，求める複素数 z は，

z = 4; 1§
p
3iÝÝ(答)

である．{ F …
z+ 4z は実数であるから，

z+ 4z = z+
4
z = z+

4
z

が成り立つので，これを変形すると，

z ¢ zz+ 4z= z ¢ zz+ 4z

z ¢ z
2
+ 4z= z ¢ z

2
+ 4z () z

2
(z¡ z)¡ 4(z¡ z) = 0 () # z 2 ¡ 4; (z¡ z) = 0

ゆえに， z
2
= 4 または z = z である．

Q z
2
= 4 のときは， z > 0 なので z = 2 である．ここで， z¡ 2 = 2 であるから，両辺を 2 乗して

z¡ 2
2
= 4 を得るので，

(z¡ 2)(z¡ 2) = 4 () (z¡ 2)(z¡ 2) = 4 () zz¡ 2(z+ z) = 0

であり，zz = z
2
= 4 であるから，

z+ z = 2 かつ zz = 4

を得る．ゆえに，z; z を 2 解にもつ 2 次方程式は，

x2 ¡ 2x+ 4 = 0

であり，その解は x= 1§
p
3i であるから，

z= 1§
p
3i

である．

R z= z のときは，z は実数であるから， z¡ 2 = 2 より，

z¡ 2 = §2 () z = 0; 4

を得るが，zË 0 であるから，z = 4 である．

以上より，求める複素数 z は，

z = 4; 1§
p
3iÝÝ(答)

である．� ™
} ~
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様々な方針が考えられる問題です．もちろん z = a+ bi とおいて，z+ 4z を計算し，それが実数となるため

の a; b の条件を求めるという方針でも解くことができます．様々な解法を知ることで応用力が身につき多くの問題

に対応できるようになるので，別解の研究にも力を入れるとよいでしょう．
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