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AB = 1;AC =

p
3;ÎBAC = ¼

2
である直角三角形 ABC を考える．n を 2 以上の自然数とし，辺 AB を n 等

分して得られる点を A に近い方から順に P1;P2;Ý;Pn¡1 とする．A を P0;B を Pn とおくとき，以下の問い

に答えよ．

(1) 三角形 PkCPk+1 (0 5 k 5 n ¡ 1) の内接円の半径を求めよ．

(2) 三角形 PkCPk+1 (0 5 k 5 n ¡ 1) の内接円の面積の総和を Sn とする．

In =
1
n

n¡1
P

k=0

1

3 + # kn ;2
とおくと，nSn 5 3¼4 In となることを示せ．また，極限 lim

n!1
In を求めよ．

(3) 極限 lim
n!1
nSn を求めよ．� �

【テーマ】：区分求積法S Ð ]
(1) は，三角形の面積を利用して内接円の半径を求めます．(2) は，不等式を示すための式変形を工夫するのが難

しいでしょう．(3) は，(2) の不等式を参考にはさみうちの原理を用いて求めることを考えます．g q
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D

(1) 題意より，
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であるから，内接円の半径を rk とすると，
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(2) 【証明】

Sk = ¼rk2 より，
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3 + # kn ;2 = 3¼4 In
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ゆえに，示された． （証明終）

また， lim
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dx であるから，x=
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より，
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(3) (2) と同様にして nSn を下から評価する．
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よって，
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である．したがって，この結果と (2) の結果よりはさみうちの原理から，
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である．
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(1) では，一般に三角形 ABC の内接円の半径を r とすると，4ABC = 1

2
r(AB+ BC+ CA) が成り立つこと

を用いて求めます．Î PkAC =
¼
2
なので，三平方の定理を用いれば，PkC;Pk+1C を求めることができます．答え

は，整理しましたが，(2) 以降の計算は問題文から考えると k
n の形で式変形をする方がよいでしょう．

(2) では，不等式を証明する際の式変形が難しいでしょう．

1 この式から次の式への式変形では，kn 5 k+ 1n であることと 1
n > 0 であることを用いて分母が小さくなるよ

うに式変形をしています．これによって分数全体は大きくなるので，解答のように In を導くことができます．

(3) では，(2) で示した不等式がヒントになります．方針でも述べたようにはさみうちの原理を用いて極限値を

求めることは予想できますから，nSn を下から評価する必要があります．そのために (2) での式変形をヒントにし

て nSn より値が小さい式を導きます．

2 この式から次の式への式変形では，(2) とは逆に kn 5 k+ 1n であることを用いて分母が大きくなるように式変

形をしています．これによって分数全体は小さくなります．

3 さらに次の式への式変形では， 1n に 1 より大きい数

F

3 + # k+ 1n ;2 をかけて分母をさらに大きくします．こ
の式を選んだ理由は，次の式変形で因数分解ができるからです．試行錯誤で見つけないといけないため経験を積ん

で先を見る目を養っておく必要があります．
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