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1 辺の長さが 3 の正四面体 OABC において，辺 BC を 1 : 2 に内分する点を D とする．また，辺 OC 上に

点 E をとり，CE = t とする．

(1) AD の長さを求めよ．

(2) cosÎDAE を t を用いて表せ．

(3) 4ADE の面積が最小になるときの t の値とそのときの面積を求めよ．� �
【テーマ】：空間図形の計量S Ð ]
空間図形といっても一つ一つの問題は平面図形の問題と考えることができます．余弦定理を利用して計算を進め

ていきます．g q
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(1) AB = 3;BD = 1;ÎABD = 60± より，4ABD において余弦定理を用いると，
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EAD2 = AB2 +BD2 ¡ 2AB ¢ BD ¢ cosÎABD

= 9+ 1¡ 2 ¢ 3 ¢ 1 ¢
1
2

= 7

AD> 0 より，AD =
p
7ÝÝ(答)

(2) (1) と同様に考えると，4ACE において余弦定理より，

AE2 = AC2 +EC2 ¡ 2AC ¢ EC ¢ cosÎACE

= 9+ t2 ¡ 2 ¢ 3 ¢ t ¢ 1
2

= t2 ¡ 3t+ 9

AE> 0 より，AE =
B

t2 ¡ 3t+ 9 である．さらに，4EDC において余弦定理より，

ED2 = DC2 +EC2 ¡ 2DC ¢ EC ¢ cosÎECD

= 4+ t2 ¡ 2 ¢ 2 ¢ t ¢ 1
2

= t2 ¡ 2t+ 4

ED> 0 より，ED =
B

t2 ¡ 2t+ 4 である．ゆえに，4AED において余弦定理より，

cosÎDAE =
AE2 +AD2 ¡ ED2

2AE ¢AD

=
t2 ¡ 3t+ 9+ 7¡ (t2 ¡ 2t+ 4)
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t2 ¡ 3t+ 9
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(3) (2) から，

sin2ÎDAE = 1¡ cos2ÎDAE = 1¡
(¡t+ 12)2

28(t2 ¡ 3t+ 9)

=
27t2 ¡ 60t+ 108
28(t2 ¡ 3t+ 9)
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sinÎDAE> 0 より，sinÎDAE =

B

27t2 ¡ 60t+ 108
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t2 ¡ 3t+ 9
であるから，

4ADE =
1
2
¢AD ¢AE ¢ sinÎDAE
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27t2 ¡ 60t+ 108
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27t2 ¡ 60t+ 108
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27 #t¡ 10
9

;2 + 224
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0 5 t 5 3 であるから，4ADE は t = 10
9
のとき，最小値 1
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をとる．ゆえに，4ADE は

t = 10
9
のとき，最小値

p
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3
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をとる．
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四面体から三角形を取り出し，余弦定理で辺の長さや角の三角比を求めます．4ADEの面積は 1
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27t2 ¡ 60t+ 108と

なりますが，根号内が最小値をとるときが面積が最小になるときであることはすぐにわかるので，2 次関数の最小値

を求める問題になります．もしもこれが分数式になったときは，相加平均・相乗平均の関係を用いたり，分母にだけ

変数 t が存在するように式変形をしたりと工夫が必要になりますが，理系の人は数学 c の微分法を用いて最大値・最

小値を求めることもできます．問題文中には書かれていませんが，t のとり得る値の範囲を書くのを忘れないように

しましょう．これがなくても答えとしては正しいものが出てきますが，t の範囲がないために減点されてしまいます．
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