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n を 2 以上の自然数とし，整式 xn を x2 ¡ 6x¡ 12 で割った余りを anx+ bn とする．

(1) a2; b2 を求めよ．

(2) an+1; bn+1 を an と bn を用いて表せ．

(3) 各 n に対して，an と bn の公約数で素数となるものをすべて求めよ．� �
【テーマ】：連立漸化式S Ð ]
(1) は，x2 を x2¡6x¡12 で割ったときの余りを求めます．(2) は漸化式を導くので，(1) と同様に作った xn の

式において xn+1 を作るために，両辺を x 倍します．(3) は，まず an; bn が 6 の倍数であることを示して，素数

の性質を利用し示します．g q
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(1) x2 を x2 ¡ 6x¡ 12 で割ったときの余りは，

x2 = (x2 ¡ 6x¡ 12) + 6x+ 12

より，6x+ 12 である．したがって，

a2 = 6; b2 = 12ÝÝ(答)

(2) xn を x2 ¡ 6x¡ 12 で割った商を Qn(x) とすると，

xn = (x2 ¡ 6x¡ 12)Qn(x) + anx+ bn

よって，

xn+1 = x(x2 ¡ 6x¡ 12)Qn(x) + anx2 + bnx

= x(x2 ¡ 6x¡ 12)Qn(x) + an(x2 ¡ 6x¡ 12) + (6an + bn)x+ 12an

より， V an+1 = 6an + bn ÝÝ 1

bn+1 = 12an ÝÝ 2
ÝÝ(答)

(3) n = 2 のとき，a2 = 6; b2 = 12 であるから，a2; b2 は 6 の倍数である．ゆえに，1;2 から帰納的に

an; bn は 6 の倍数であることがわかる．

ここで，n = 3 のとき，公約数の中で 2; 3 以外の素数 p が存在すると仮定すると，2 より，

bn = 12an¡1

= 22 ¢ 3an¡1

であるから，an¡1 は p の倍数となる．よって，1 より，

bn¡1 = an ¡ 6an¡1

となり，an; an¡1 が p の倍数となるので，bn¡1 は p の倍数である．これを繰り返すと，a2; b2 も p の倍数と
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なるが，

a2 = 2 ¢ 3; b2 = 22 ¢ 3

となるので，矛盾する．

ゆえに，an と bn の公約数で素数となるのは，

2 と 3ÝÝ(答)

である．
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(1) は，具体的に n = 2 を代入して x2 を x2 ¡ 6x¡ 12 で割った余りを求めますが，わざわざ筆算をしなくても

次数が同じなので，余りは式変形だけで求められます．

(2) は，漸化式を導く問題ですが，xn を x2¡ 6x¡ 12 で割った余りは anx+ bn と与えられているので，xn+1 を

x2 ¡ 6x¡ 12 で割った余りは an+1x+ bn+1 となります．そこで，xn を x2 ¡ 6x¡ 12 で割った商を設定して式を

作ります．整式の問題は，言葉で与えられていることが多いので自分で商や余りを設定して式を作らなければいけま

せん．あとは，解答のように両辺に x をかけて xn+1 を x2 ¡ 6x¡ 12 で割った余りを求めますが，このままでは余

りが 2 次式になってしまうので，さらに (1) と同じように式変形をして余りが 1 次式以下になるようにします．

(3) は，類題を解いたことがなければ難しいと思います．まずは，n = 2; 3 などで答えとなる素数を見つけること

から始めます．（いわゆる実験をします）そうすると 2; 3 が答えになるだろうなという予想ができますから，2; 3 以外

の素数 p が存在するとして矛盾を導きます（背理法）．普段は，n を大きくしていきますが，今回は a2; b2 が 2; 3 以

外の素数を持っていないことから，n を小さくして最終的に n = 2 まで下げていくことを考えます．
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