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(1) 整数 m;n に対して，積分 Im;n =
Z 2¼

0
cosmx cos nx dx を求めよ．

(2) 自然数 n に対して，積分 Jn =
Z 2¼

0
$ n
P

k=1

p
k coskx<2 dx を求めよ．� �

【テーマ】：定積分S Ð ]
(1) は m;n の値が等しいか 0 かで場合分けが必要になります．(2) は (1) の結果を利用して式を簡単にしまし
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(1)

Q m = §n Ë 0 のとき，

Im;n =
Z 2¼

0
cos2mx dx

=

Z 2¼

0

1 + cos 2mx
2

dx

=
1
2
�x+ 1

2m sin 2mx„2¼0
=
1
2
¢ 2¼= ¼

R m Ë §n のとき，

Im;n =
Z 2¼

0

1
2
fcos(m+ n)x+ cos(m¡ n)xg dx

=
1
2
� 1
m+ n sin(m+ n)x+

1
m¡ n sin(m¡ n)x„2¼0

= 0

S m = n = 0 のとき，

Im;n =
Z 2¼

0
dx

= 2¼

以上より，求める定積分の値は，

Im;n =Z ¼ (m = §nË 0)

0 (m Ë §n)

2¼ (m = n = 0)

ÝÝ(答)

(2) (1);R の結果を用いると，

Jn =
Z 2¼

0
!cosx+ p2 cos 2x+ p3 cos 3x+ÝÝ+ pn cos nx92 dx

=

Z 2¼

0
(cos2 x+ 2cos2 2x+ 3cos2 3x+ÝÝ+ n cos2 nx) dx

と変形できる．ここで，(1);Q の結果より，
Z 2¼

0
cos2mx dx = ¼ であるから，
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Jn = ¼+ 2¼+ 3¼+ÝÝ+ n¼ =
n(n+ 1)
2

¼ÝÝ(答)

である．

} ~

q
(1) は m;n の値が 0 かどうか，また等しいかどうかなど様々な場合分けが必要なので，注意が必要です．

(2) は，経験がなければ難しいかもしれませんが，(1) がヒントになっていることには気付きたいものです．被積

分関数をまともに計算すると大変ですから，(1);R が威力を発揮します．cosmx cos nx で m Ë n であれば定積

分の値が 0 になるというものなので，!cosx+ p2 cos 2x+ p3 cos 3xÝÝ+ pn cos nx92 を展開したとき，残って
くるのは 2 乗の項だけであるということに気付きましょう．
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