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n は自然数とし

f(x) = 1 + x2
1 ¢ 2

+
x3
2 ¢ 3

+ÝÝ+
xn+1
n(n + 1)

とする．このとき，¡ 1 5 x 5 1 において 1 5 f(x)< 2 であることを証明せよ．� �
【テーマ】：関数がとり得る値の範囲S Ð ]
何から手をつけていいか悩みますが，まずは f(x) を

P

を用いて表してみましょう．g q
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【証明】

f(x)¡ 1 =
n
P

k=1

xk+1
k(k+ 1) より，¡ 1 5 x 5 1 で

0 5
n
P

k=1

xk+1
k(k+ 1) < 1

が成り立つことを示せばよい．ここで，g(x) =
n
P

k=1

xk+1
k(k+ 1) とおくと，一般に k が 2 以上の偶数のとき，

xk
(k¡ 1)k +

xk+1
k(k+ 1) =

xk(k+ 1+ (k¡ 1)x)
(k¡ 1)k(k+ 1) =

(1 + x)k+ (1¡ x)
(k¡ 1)k(k+ 1) = 0

より，n が偶数のとき，

g(x) = $ x2
1 ¢ 2

+
x3
2 ¢ 3

<+ $ x4
3 ¢ 4

+
x5
4 ¢ 5

<+ÝÝ+ $ xn
(n ¡ 1)n +

xn+1
n(n + 1) < = 0

であり，n が奇数のとき，

g(x) = $ x2
1 ¢ 2

+
x3
2 ¢ 3

<+ $ x4
3 ¢ 4

+
x5
4 ¢ 5

<+Ý
Ý+ $ xn¡1

(n ¡ 2)(n ¡ 1) +
xn

(n ¡ 1)n <+ xn+1
n(n + 1) = 0

となるので，いずれにしても g(x) = 0 である．また，

g(x) =
n
P

k=1

xk+1
k(k+ 1) 5

n
P

k=1

x k+1

k(k+ 1)
5

n
P

k=1

1
k(k+ 1)

= 1¡
1
n + 1 < 1

であるから，0 5 g(x)< 1 が示された． （証明終）
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関数と数列の融合問題で関数の値を評価する問題です．まず何をするかが問題で，本解答では g(x) = f(x)¡1 と

おくことで，0 5 g(x)< 1 を示そうとしています．k が偶数であれば k 次の項と k+ 1 次の項を加えると必ず 0 以
上になることを示し，これを利用して，n が偶数のときと奇数のときで場合分けを行っています．
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