
【解答と解説】 2010/12/20
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R （007　宮崎大） 【難易度】 ÝS
次の各問いに答えよ．

(1) x = 1 のとき，不等式 logx< 2px が成り立つことを示せ．ただし，logx は x の自然対数を表す．

(2) n を自然数とするとき，極限値 lim
n!1
(n + 1)

1
n を求めよ．

(3) n を自然数とするとき，

lim
n!1

UZ ¼
2

0
(2 + sinx)n dxm 1n = 3

であることを示せ．� �
【テーマ】：定積分と不等式S Ð ]
(1) は微分を利用すれば示せます．(2) は，はさみうちの原理を利用しましょう．(3) もはさみうちの原理を利用

しますが難問です．g q
| Ä

D

(1) 【証明】

f(x) = 2
p
x¡ logx とおくと，

f0(x) = 1p
x ¡

1
x =

x¡
p
x

x
p
x =

p
x¡ 1
x

x = 1 のとき，f0(x) = 0 である．ゆえに，y= f(x) は単調増加である．

f(1) = 2¡ log 1 = 2> 0

より，x = 1 で f(x)> 0 となり，題意は示された． （証明終）

(2) n は自然数であるから，log(n + 1)> 0 である．

Ú
1
n log(n + 1)> 0 ÝÝ 1

が成り立つ．ここで，n + 1 = 2 より，(1) の結果が使えて，

log(n + 1)< 2
p
n + 1 ÝÝ 2

が成り立つので，1;2 より，

0< 1n log(n + 1)<
2
p
n + 1
n = 2

E

1
n +

1
n2

n !1 のとき，2
E

1
n +

1
n2
! 0 であるから，はさみうちの原理より，

lim
n!1

1
n log(n + 1) = 0 () lim

n!1
log(n + 1)

1
n = 0

Ú lim
n!1
(n + 1)

1
n = 1ÝÝ(答)

(3) 【証明】

y = sinx のグラフは，0 5 x 5 ¼
2
において，上に凸であるから，2 点 (0; 0); # ¼

2
; 1; を結ぶ線分を考える
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と，0 5 x 5 ¼
2
において，次式が成り立つ．

2
¼ x 5 sinx 5 1

各辺正であるから，#2 + 2¼ x;n 5 (2 + sinx)n 5 3n
したがって，

Z

¼
2

0
#2 + 2¼ x;n dx 5

Z

¼
2

0
(2 + sinx)n dx 5

Z

¼
2

0
3n dx ÝÝ 1

ここで，

Z

¼
2

0
#2 + 2¼ x;n dx = ¼2 ¢ 1

n + 1 � #2 + 2¼ x;n+1 „ ¼20
=
¼
2
¢
1
n + 1 (3

n+1 ¡ 2n+1)

=
¼
2
¢
3n+1

n + 1 T1¡ # 2
3
;n+1l

ここで，(2) の結果を用いると，

lim
n!1

UZ ¼
2

0
#2 + 2¼ x;n dxm 1n = limn!1 # ¼2 ; 1n ¢ 3 ¢ 3

1
n

(n + 1)
1
n

T1¡ # 2
3
;n+1l 1n

= 3

さらに，

lim
n!1

UZ ¼
2

0
3n dxm 1n = lim

n!1
3 ¢ # ¼

2
; 1n = 3

よって，1 において，はさみうちの原理より，

lim
n!1

UZ ¼
2

0
(2 + sinx)n dxm 1n = 3

であることが示された． （証明終）

} ~

(1); (2) は，標準的な問題ですが，(3) は様々な工夫が必要なため，やや難しいでしょう．完答できなかったとし

ても部分点を稼ぐ答案作りを心がけましょう．ポイントは 2
¼ 5 sinx 5 1 という不等式を母体としてはさみうちの

原理が使える形に式変形する点にあります．
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