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(1) 連続関数 f(x) が，すべての実数 x について f(¼¡ x) = f(x) をみたすとき，
Z ¼

0
#x¡ ¼

2
;f(x) dx = 0

が成り立つことを証明せよ．

(2)

Z ¼

0

x sin3 x
4¡ cos2 x

dx を求めよ．� �
【テーマ】：対称性を利用した定積分の計算S Ð ]
t = ¼¡ x とおいて，置換積分を行います．(2) は (1) を利用すればよいので，どの部分が f(x) に対応するか

を考えます．g q
| Ä
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(1) 【証明】

t= ¼¡ x とおくと，dt = ¡dx で，
x 0 ! ¼

t ¼ ! 0x と t の対応は右表のようになるので，
Z ¼

0
#x¡ ¼

2
;f(x) dx =

Z 0

¼
# ¼
2
¡ t;f(¼¡ t) (¡dt)

= ¡

Z ¼

0
#t¡ ¼

2
;f(¼¡ t) dt

= ¡

Z ¼

0
#x¡ ¼

2
;f(¼¡ x) dx

= ¡

Z ¼

0
#x¡ ¼

2
;f(x) dx (Û f(¼¡ x) = f(x))

よって，2
Z ¼

0
#x¡ ¼

2
;f(x) dx = 0 を得るので，Z ¼

0
#x¡ ¼

2
;f(x) dx = 0 が示された． （証明終）

(2) (1) より，次式が成り立つ．
Z ¼

0
xf(x) dx = ¼

2

Z ¼

0
f(x) dx ÝÝ 1

f(x) = sin3 x
4¡ cos2 x

とおくと，

f(¼¡ x) = sin3(¼¡ x)
4¡ cos2(¼¡ x)

=
sin3 x
4¡ cos2 x

= f(x)

となり，f(¼¡ x) = f(x) が成り立つ．よって，1 式が利用できるので，
Z ¼

0

x sin3 x
4¡ cos2 x

dx = ¼
2

Z ¼

0

sin3 x
4¡ cos2 x

dx

が成り立つ．ここで，

I = ¼
2

Z ¼

0

sin3 x
4¡ cos2 x

dx

とする．u= cosx とおくと，du = ¡ sinxdx で，
x 0 ! ¼

u 1 ! ¡1x と u の対応は右表のようになるので，
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I =
¼
2

Z ¼

0

sin2 x
4¡ cos2 x

(sinxdx)

=
¼
2

Z ¡1

1

1¡ u2

4¡ u2
(¡du) (j sin2 x= 1¡ cos2 x)

=
¼
2

Z 1

¡1
$1¡ 3

4¡ u2
< du $j 1¡ u2

4¡ u2
=
(4¡ u2)¡ 3
4¡ u2

<
= ¼

Z 1

0
$1¡ 3

4¡ u2
< du (j 被積分関数が偶関数だから)

= ¼¡ 3¼
Z 1

0

1
(2¡ u)(2 + u)

du

= ¼¡ 3
4
¼
Z 1

0
# 1
2¡ u +

1
2 + u ; du

= ¼¡ 3
4
¼�¡ log 2¡ u + log 2 + u „1

0

= ¼¡ 3
4
¼ ¢ log 3

=
¼
4

!4¡ 3 log 39ÝÝ(答)
} ~
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様々な大学で類題が出題されている問題なので，必ず経験しておきたい問題です．一度経験していれば方針が立つ

ので，後は計算力さえあれば完答できるでしょう．

この問題の流れは，そのままでは定積分が困難な関数を定積分しやすい関数に変換することで，定積分の値を求め

ることです．そのために (1) のような式を証明させています．(2) では，この式を
Z ¼

0
xf(x) dx = ¼

2

Z ¼

0
f(x) dx

という形に変形して使うことになります．これは，x を ¼
2
に変えても定積分の値は変わらないことを表しているの

で，この式をヒントにして f(x) を決定するわけです．ただし，この式を使うためには (1) の問題文にもあるよう

に f(¼¡ x) = f(x) という関係式が成り立っていなければいけないので，その確認を怠れば減点されるので，注意

しましょう．
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