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定数 a に対して，曲線 y=

B

x2 ¡ 1 + ax の x = 1 の部分を C(a) とおく．

(1) C(a) が直線 y= x の下部 y < x に含まれるような実数 a の最大値 a0 を求めよ．

(2) 0< µ< ¼
2
のとき，C(a0) と 3 直線 y= x;x = 1;x =

1
cosµ によって囲まれる図形を x 軸のま

わりに回転させてできる立体 V の体積 V(µ) を求めよ．

(3) lim
µ! ¼
2
¡0

V(µ) を求めよ．

� �
【テーマ】：微積分の融合S Ð ]
(1) は，定数分離をして関数 f(x) のとり得る値を求めるという問題に帰着することができます．(2) は，置換積

分をうまく利用しましょう．g q
| Ä

D

(1)
B

x2 ¡ 1 + ax < x () a < x2 ¡ x
B

x2 ¡ 1 であるから，

f(x) = x2 ¡ x
B

x2 ¡ 1 とおくとき，f(x) のとり得る値の範囲を求める．x> 1 において，

f0(x) = 2x¡
B

x2 ¡ 1¡ x ¢ 2x
2x
B

x2 ¡ 1

=
2x
B

x2 ¡ 1¡ (2x2 ¡ 1)
B

x2 ¡ 1

=

B

4x4 ¡ 4x2 ¡
B

4x4 ¡ 4x2 + 1
B

x2 ¡ 1
< 0

であるから，y = f(x) のグラフは単調減少である．

lim
x!1
f(x) = lim

x!1
"x2 ¡ xBx2 ¡ 1:

= lim
x!1

x
x+
B

x2 ¡ 1

= lim
x!1

1

1 +

E

1¡
1
x2

=
1
2

また，f(1) = 1 であるから，1
2
<f(x) 5 1 となる．ゆえに，実数 a の最大値 a0 の値は，a0 = 12ÝÝ(答)

(2) (1) より 1 5 x 5 1
cosµ で C # 1

2
; のグラフは 0< y< x にあるので，求める体積は，

V(µ) = ¼
Z

1
cosµ

1
Tx2 ¡ #Bx2 ¡ 1 + 1

2x ;2l dx
= ¼

Z

1
cosµ

1
Sx2 ¡ #x2 ¡ 1 + 1x Bx2 ¡ 1 + 1

4x2
;k dx

= ¼
Z

1
cosµ

1
#1¡ 1x Bx2 ¡ 1¡ 1

4x2
; dx ÝÝ 1

ここで，
Z

1
cosµ

1

1
x

B

x2 ¡ 1 dx =
Z

1
cosµ

1

E

1¡
1
x2
dx
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であるから， 1x = cos t とおくと，x=
1
cos t となることから，dx =

sin t
cos2 t

dt であり，

x 1 !
1
cosµ

t 0 ! µ

であるから，
Z

1
cosµ

1

E

1¡
1
x2
dx =

Z µ

0

B

1¡ cos2 t ¢ sin t
cos2 t

dt

=

Z µ

0

1¡ cos2 t
cos2 t

dt

=

Z µ

0
# 1
cos2 t

¡ 1; dt
= � tan t¡ t„µ

0
= tanµ¡ µ ÝÝ 2

よって，1;2 より

V(µ) = ¼�x+ 1
4x „ 1

cosµ

1
¡¼(tanµ¡ µ)

= ¼ # 1
cosµ +

cosµ
4
¡ 1¡

1
4
¡ tanµ+ µ;

= ¼ # 1
cosµ +

cosµ
4
¡
5
4
¡ tanµ+ µ;ÝÝ(答)

(3) (2) の結果から，

lim
µ! ¼
2
¡0

V(µ) = lim
µ! ¼
2
¡0

¼ # 1
cosµ +

cosµ
4
¡
5
4
¡ tanµ+ µ;

= lim
µ! ¼
2
¡0

¼ # 1¡ sinµ
cosµ +

cosµ
4
¡
5
4
+ µ;

= lim
µ! ¼
2
¡0

¼ # cosµ
1 + sinµ +

cosµ
4
¡
5
4
+ µ;

= # ¼
2
¡
5
4
;¼ÝÝ(答)

} ~

q
まず y<x を満たすという条件から

B

x2 ¡ 1+ ax <x を得ますが，このままでは a が式に埋もれているので a の

最大値を求めるのは困難です．そこで，a を左辺に残すための式変形を行います．（これが定数分離です）次に，常に

成り立つようにしなければならないので，f(x) の最小値よりも a の値が小さければよいという条件から a の最大値

を求めることになります．実際に f(x) の最小値は存在しませんが，
1
2
<f(x) という条件が導かれるので，a が 1

2
以下であれば必ず

不等式が成立することがわかります．(2) では，ちょっとグラフが

想像しにくいかもしれませんが，(1) の結果から 1 5 x 5 1
cosµ

の間で y < x が成り立っていることがわかるので，グラフがかけな

くても立式することはできます．参考までに，y =
B

x2 ¡ 1 + 1
2x

のグラフをかくと右図のようになります．実際に計算するとわかり

ますが，x!1 のとき，y = x が漸近線になります．
O

y

x

y= x

y=
B

x2 ¡ 1 + 1
2x

1

1
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