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¶ ³
b （007　徳島大） 【難易度】 ÝT
4ABC において，AC = 1;BC = k;ÎC = 60± とする．ただし，k は 1

2
< k< 2; k Ë 1 を満たす実数であ

る．A から辺 BC へ下ろした垂線と B から辺 AC へ下ろした垂線の交点を F とする．また，G を 4ABC の

重心とする．
¡!
CA =~a;

¡!
CB =~b とするとき，次の問いに答えよ．
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(1)
¡!
CG を ~a;~b を用いて表せ．

(2)
¡!
CF = m~a+ n~b とするとき，m;n を k を用いて表せ．

(3) 2 点 F;G を通る直線上に点 H をとり，G が線分 FH を

2 : 1 に内分する点となるように H を定める．このとき，
¡!
CH を ~a;~b および k を用いて表せ．

(4) (3) で定めた H が 4ABC の外心であることを示せ．µ ´
【テーマ】：ベクトルと図形S Ð ]
様々な条件が与えられているので，何をどのように使うのかを整理しなければいけません．ほとんど計算だけで処

理ができるので，計算ミスは致命傷になります．外心であることを示すためには，AH = BH = CH を示せばよ

いことに気付く必要があります．g q
| Ä

D

(1) 点 G は 4ABC の重心であるから，

¡!
CG =

¡!
CA+

¡!
CB
3

=
~a+~b
3
ÝÝ(答)

(2)
¡!
AF =

¡!
CF¡

¡!
CA = (m¡ 1)~a+ n~b であり，

¡!
CB ?

¡!
AF であることから，

~b ¢ f(m¡ 1)~a+ n~bg = 0 () (m¡ 1)~a ¢~b+ n ~b 2 = 0 ÝÝ1

~a ¢~b = 1 ¢ k ¢ cos 60± = k
2
; ~b 2 = k2 より 1 は，

k
2
(m¡ 1) + nk2 = 0 () m¡ 1 + 2nk= 0 (∵ kË 0) ÝÝ2

である．また，
¡!
BF =

¡!
CF¡

¡!
CB = m~a+ (n ¡ 1)~b であり，

¡!
CA ?

¡!
BF であることから，

~a ¢ fm~a+ (n ¡ 1)~bg = 0 () m ~a 2 + (n ¡ 1)~a ¢~b = 0 ÝÝ3

~a 2 = 1;~a ¢~b = k
2
より 3 は，

m+ (n ¡ 1) ¢ k
2
= 0 () 2m+ k(n ¡ 1) = 0 ÝÝ4

4 より，m= ¡ k(n ¡ 1)
2

であるから，2 へ代入して，

¡
k(n ¡ 1)
2

¡ 1 + 2nk = 0 () n = 2¡ k
3k

よって，このとき，m= ¡
k # 2¡ k

3k ¡ 1;
2

=
2k¡ 1
3

となるので，

m = 2k¡ 1
3

; n = 2¡ k
3k ÝÝ(答)
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(3) FG : GH = 2 : 1 であるから，

¡!
CG =

2
¡!
CH+

¡!
CF

3
()

¡!
CH =

3
¡!
CG¡

¡!
CF

2

ここで，

¡!
CG =

~a+~b
3
;
¡!
CF =

2k¡ 1
3
~a+ 2¡ k

3k
~b

であるから，
¡!
CH =

1
2
S#~a+~b;¡ # 2k¡ 1

3
~a+ 2¡ k

3k
~b;k

=
1
2
# 4¡ 2k

3
~a+ 4k¡ 2

3k
~b;

=
2¡ k
3
~a+ 2k¡ 1

3k
~bÝÝ(答)

(4) 【証明】

¡!
CH 2 =

2¡ k
3
~a+ 2k¡ 1

3k
~b 2

=
(2¡ k)2
9

~a 2 + 2 ¢ (2¡ k)(2k¡ 1)
9k

~a ¢~b+ (2k¡ 1)
2

9k2
~b 2

=
4¡ 4k+ k2

9
+
¡2k2 + 5k¡ 2

9
+
4k2 ¡ 4k+ 1

9

=
k2 ¡ k+ 1

3

¡!
BH 2 =

¡!
CH¡

¡!
CB 2

=
2¡ k
3
~a+ ¡k¡ 1

3k
~b 2

=
4¡ 4k+ k2

9
+
k2 ¡ k¡ 2

9
+
k2 + 2k+ 1

9

=
k2 ¡ k+ 1

3

¡!
AH 2 =

¡!
CH¡

¡!
CA 2

=
¡1¡ k
3

~a+ 2k¡ 1
3k

~b 2

=
k2 + 2k+ 1

9
+
¡2k2 ¡ k+ 1

9
+
4k2 ¡ 4k+ 1

9

=
k2 ¡ k+ 1

3

よって，
¡!
AH 2 =

¡!
BH 2 =

¡!
CH 2 が成り立ち，

¡!
AH > 0;

¡!
BH > 0;

¡!
CH > 0 より，

¡!
AH =

¡!
BH =

¡!
CH

が成り立つ．ゆえに，点 H は 4ABC の外心であることが示された． 【証明終】

} ~

q
点 F;G は，それぞれ 4ABC の垂心，重心であることを用いて，点 H が 4ABC の外心であることを示す問題で

す．垂心は各頂点から対辺に垂線を下ろしたときに交わる点なので，垂直という条件を利用して解答するのだろうと

気付く必要があります．垂直とくれば内積 = 0 は受験生の常識ですから絶対にできるようになっておきたい問題で

す．計算力が必要なので，短時間で要領よく正確に計算する能力も求められています．
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