
【解答と解説】 3402KE¡0007� �
O （003　神戸大） 【難易度】 ÝT
f(x) は実数全体で定義された何回でも微分可能な関数で，f(0) = 0;f(¼) = 0 をみたすとする．次の問いに

答えよ．

(1)

Z ¼

0
f(x) sinx dx = ¡

Z ¼

0
f00(x) sinx dx を示せ．

(2) f(x) = x(x¡ ¼) のとき，実数 a に対し F(a) =
Z ¼

0
faf(x)¡ sinxg2 dx とする．a を変化させ

たとき，F(a) を最小にする a の値を求めよ．� �
【テーマ】：定積分の計算S Ð ]
(1) は，部分積分を利用します．(2) は，(1) で示した等式を利用すれば，F(a) が求められます．g q
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(1) 【証明】
Z ¼

0
f(x) sinx dx = �f(x)(¡ cosx)„¼

0
¡

Z ¼

0
f0(x)(¡ cosx) dx

= �f0(x) sinx„¼
0
¡

Z ¼

0
f00(x) sinx dx (Û f(0) = 0;f(¼) = 0)

= ¡

Z ¼

0
f00(x) sinx dx

よって，示された． （証明終）

(2) F(a) =
Z ¼

0
Ra2 (f(x))2 ¡ 2af(x) sinx+ sin2 xj dx である．ここで，各項の積分計算をすると，

Z ¼

0
a2 (f(x))

2
dx =

Z ¼

0
a2x2(x¡ ¼)2 dx

= a2
Z ¼

0
(x4 ¡ 2¼x3 + ¼2x2) dx

= a2 � 1
5
x5 ¡ ¼

2
x4 + ¼

2

3
x3 „¼

0

= # 1
5
¡
1
2
+
1
3
;¼5a2

=
¼5
30
a2

一方，f(0) = f(¼) = 0 であるから，(1) の結果が使える．

f(x) = x2 ¡ ¼x より，f0(x) = 2x¡ ¼; f00(x) = 2

であるから，(1) より，
Z ¼

0
f(x) sinx dx = ¡

Z ¼

0
f00(x) sinx dx = ¡2

Z ¼

0
sinx dx = ¡4

となる．
Z ¼

0
sin2 x dx = 1

2

Z ¼

0
(1¡ cos 2x) dx = 1

2
�x¡ 1

2
sin 2x„¼

0
=
¼
2
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であるから，

F(a) = ¼5

30
a2 ¡ 2a ¢ (¡4) + ¼

2

=
¼5

30
$a2 + 240

¼5
a<+ ¼

2

=
¼5

30
$a+ 120

¼5
<2 ¡ 480

¼5
+
¼
2

よって，a = ¡ 120
¼5

のとき，F(a) は最小値をとることがわかるので，求める a の値は，

a = ¡
120
¼5
ÝÝ(答)

} ~

q
(1) がなくても，部分積分法を用いれば F(a) は求めることができますが，本問では (1) があるので，それを用い

た解答を出題者は想定しています．(1) を使う際は，等式が成り立つ条件 f(0) = f(¼) = 0 を満たしていることの

確認を怠らないようにしましょう．これがないと減点されてしまいます．

難易度としては標準的な問題なので，難関学部狙いの人は完答を目指しましょう．
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