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a; b; c は 1< a< b < c を満たす整数とし，(ab¡ 1)(bc¡ 1)(ca¡ 1) は abc で割り切れるとする．このと

き，次の問いに答えよ．

(1) ab+ bc+ ca¡ 1 は abc で割り切れることを示せ．

(2) a; b; c をすべて求めよ．� �
【テーマ】：整数問題S Ð ]
(1) は，与えられた条件式を変形することから示せます．(2) は，絞り込みの方法によって a; b; c の値を確定し

ていきましょう．g q
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(1) 【証明】

題意より，(ab¡ 1)(bc¡ 1)(ca¡ 1) = kabc (k は整数) と置くことができるので，これを変形すると，

a2b2c2 + (ab+ bc+ ca)¡ ab2c¡ abc2 ¡ a2bc¡ 1 = kabc

a2b2c2 + (ab+ bc+ ca)¡ abc(a+ b+ c)¡ 1 = kabc

ab+ bc+ ca¡ 1 = kabc¡ a2b2c2 + abc(a+ b+ c)

= abc(k¡ abc+ a+ b+ c)

k¡ abc+ a+ b+ c は整数であるから，ab+ bc+ ca¡ 1 は abc の倍数となる．したがって，abc で割り切

れることが示された． （証明終）

(2) 1< a< b< c であることと，(1) の結果から，

ab+ bc+ ca¡ 1 = pabc (p は正の整数)

と置くことができる．abc Ë 0 であることから，

p= ab+ bc+ ca¡ 1abc =
1
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である．p は正の整数であるから，
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が成り立つ．ここで，a = 3 とすると，
1
a +

1
b +

1
c <

1
3
+
1
3
+
1
3
= 1

となり，1 に矛盾する．したがって，a= 2 である．このとき，1 は，
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となる．同様に，b = 4 とすると，
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となり，2 に矛盾する．したがって，b= 3 である．このとき，2 は，

¡19¡ C 大学受験・数学塾　管理人：makoto



【解答と解説】 2012/6/11

1
3
+
1
c >

1
2
()

1
c >

1
6
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となる．したがって，c のとり得る値は，c = 4; 5 である．

Q c = 4 のとき，

(ab¡ 1)(bc¡ 1)(ca¡ 1) = 5 ¢ 11 ¢ 7

となり，abc = 2 ¢ 3 ¢ 4 で割り切れないので不適．

R c = 5 のとき，

(ab¡ 1)(bc¡ 1)(ca¡ 1) = 5 ¢ 14 ¢ 9

となり，abc = 2 ¢ 3 ¢ 5 で割り切れるので，題意を満たす．

以上より，求める a; b; c の値は，a = 2; b = 3; c = 5ÝÝ(答)
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(1) は，(ab¡ 1)(bc¡ 1)(ca¡ 1) = kabc (k は整数) と置くことができるかどうかがポイントで，これを展開

し式変形すれば，おのずと示せます．ただし，『k¡ abc+ a+ b+ c は整数であるから』という一言を忘れると減点

されるので，注意が必要です．

(2) は，絞り込みを用いて a; b; c の値を特定していきますが，解答中にある p が正の整数であることがポイント

となります．これを用いて

1
a +

1
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という不等式が作れれば，具体的に絞り込みが行えます．

¡20¡ C 大学受験・数学塾　管理人：makoto


