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0< a< 2¼ とする．0<x< 2¼ に対して

F(x) =
Z x+a

x

B

1¡ cosµ dµ

と定める．

(1) F0(x) を求めよ．

(2) F0(x) 5 0 となる x の範囲を求めよ．

(3) F(x) の極大値および極小値を求めよ．� �
【テーマ】：定積分と極値S Ð ]
(1) は，微分積分学の基本定理を用い，(2) は，和積の公式を利用します．(3) では，(2) の結果を用いて増減表

を作成し，極大値と極小値を計算します．g q
| Ä

D

(1) 与えられた関数の両辺を x で微分して，

F0(x) =
B

1¡ cos(x+ a)¡
p
1¡ cosxÝÝ(答)

(2) (1) より，

F0(x) 5 0 ()
B

1¡ cos(x+ a) 5
p
1¡ cosx

両辺正であるから 2 乗して，

1¡ cos(x+ a) 5 1¡ cosx () cos(x+ a)¡ cosx = 0

和積の公式より，

¡2 sin
2x+ a
2

sin
a
2

= 0

Ú sin #x+ a
2
; sin a

2
5 0

ここで，0< a
2
<¼ より，sin a

2
> 0 であるから，

sin #x+ a
2
; 5 0 ÝÝ 1

を得る．a
2
<x+ a

2
< 2¼+ a

2
であり，0< a

2
<¼; 2¼< 2¼+ a

2
< 3¼ であるから，1 を満たす x の範

囲は，

¼ 5 x+ a
2

5 2¼

Ú ¼¡ a
2

5 x 5 2¼¡ a
2
ÝÝ(答)

(3) F0(x) = 0 となるのは，(2) より，

x = ¼¡ a
2
; 2¼¡ a

2

ゆえに，増減表は次のようになる．

¡18¡ C 大学受験・数学塾　管理人：makoto



【解答と解説】 2011/6/21

x (0) Ý ¼¡ a
2
Ý 2¼¡ a

2
Ý (2¼)

F0(x) + 0 ¡ 0 +

F(x) % & %

よって，x= ¼¡ a
2
で極大値をとり，x = 2¼¡ a

2
で極小値をとる．

F #¼¡ a
2
; = Z ¼+ a

2

¼¡ a
2

p
1¡ cosµ dµ

ここで，µ= x+ ¼ とおくと，

F #¼¡ a
2
; = Z a

2

¡
a
2

B

1¡ cos(x+ ¼) dx = 2
Z

a
2

0

p
1 + cosx dx

= 2

Z

a
2

0

D

2 cos2
x
2
dx = 2

p
2

Z

a
2

0
cos
x
2
dx #Û cos

x
2
> 0;

= 2
p
2� 2 sin x

2
„ a2
0
= 4
p
2 sin

a
4

同様にして，µ = x+ 2¼ と置き換えて計算すると，

F #2¼¡ a
2
; = Z a

2

¡
a
2

B

1¡ cos(x+ 2¼) dx = 2
Z

a
2

0

p
1¡ cosx dx

= 2

Z

a
2

0

D

2 sin2
x
2
dx = 2

p
2

Z

a
2

0
sin
x
2
dx #Û sin

x
2
> 0;

= 2
p
2�¡2 cos x

2
„ a2
0
= 4
p
2 #1¡ cos a

4
;

ゆえに，求める極値は，X 極大値 4
p
2 sin

a
4

#x = ¼¡ a
2
;

極小値 4
p
2 #1¡ cos a

4
; #x = 2¼¡ a

2
; ÝÝ(答)
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(1) では，次の式を用いて計算しています．

d
dx

Z f(x)

g(x)
h(t) dt = h(f(x))f0(x)¡ h(g(x))g0(x)

(2) は，和積の公式を用いて積の形に変形することで求めることができます．(3) では，置換積分をしていますが，

置換積分をしなくても

p
1¡ cosµ=

E

2 sin2
µ
2
=
p
2 sin

µ
2

と変形することで，積分計算をすることもできます．
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