
【解答と解説】 2009/12/28
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xyz 空間において半径が 1で x 軸を中心軸として原点から両側に無限に伸びている円柱 C1 と，半径が 1で y 軸

を中心軸として原点から両側に無限に伸びている円柱 C2 がある．C1 と C2 の共通部分のうち y 5 1
2
である部

分を K とおく．以下の問いに答えよ．

(1) u を ¡ 1 5 u 5 1 を満たす実数とするとき，平面 z = u による K の切断面の面積を求めよ．

(2) K の体積を求めよ．
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【テーマ】：２つの円柱の共通部分の体積
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想像しにくい立体ですが，一度は経験しておきたい図形です．いくつかの大学で類題が出題されています．
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(1) 円柱 C1 と円柱 C2 の内部を表す式はそれぞれ，

W
C1 : y2 + z2 5 1 ÝÝ 1

C2 : x2 + z2 5 1 ÝÝ 2

である．ここで，平面 z = u (¡1 5 u 5 1) による切断面を表す式は，

1; 2 に z = u を代入して得られる次の 2 つの不等式の共通部分である．
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切断面は，右図のようになるので，その面積を S(u) とすると，
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ゆえに，‘; ’ より，切断面の面積 S(u) は，
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である．
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(2) (1) の結果から，求める K の体積 V は，

V = 2
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(¤) 下図の面積を参考に値を計算
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である．
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(¤)の積分計算で利用した面積
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共通部分の図が想像しにくいので，2 つの円柱が交わる様子をコンピュータで描いて解答中に掲載しました．想像

力があれば解答の助けになることは間違いありませんが，図が想像できない問題でも解答できる力を養っておくこと

は大切です．切断面の様子が u の値によって変化し，なおかつ面積を求める方法も変わってくるので，場合分けが必

要になるやや面倒な問題です．

(2) の体積計算ですが，
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1¡ u2 du の計算を行う際に置換積分をする方法と，円の面積を用いる方法があり

ます．解答では，扇形の面積に三角形の面積を加えるという考え方で定積分の値を計算しました．
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