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関数 y = f(x) は x 5 0 で連続で，x < 0 で第 1 次導関数および第 2 次導関数をもち，次の (ア)，(イ) を満

たす．

(ア) f(¡2) = ¡
8
3

; f0(¡2) = 2

(イ) 任意の負数 a に対して，曲線 y = f(x) 上の点 (a; f(a)) における接線が，

曲線 y = f0(x) 上の点 (a; f0(a)) における接線と直交する．

このとき，次の問いに答えよ．

(1) f0(x) を求めよ．

(2) f(x) を求めよ．

(3) 曲線 y = f(x) と曲線 y = f0(x) および直線 x = a (a < 0) で囲まれる部分の面積を S(a) とする

とき lim
a!¡1

S(a)
(¡a)r が有限となるような r の範囲を求めよ．

µ ´
【テーマ】：微積分の融合
S Ð ]
条件 (イ) から f0(a)f00(a) = ¡1 が得られますが，任意の負数 a に対して成り立つので，a を x に変え

て f0(x)f00(x) = ¡1 を考えます．後は，不定積分を行い f0(x); f(x) を求めていきましょう．
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(1) a を任意の負数とするとき，y = f(x) 上の点 (a; f(a)) における接線の傾きは f0(a) であり，

y = f0(x) 上の点 (a; f(a)) における接線の傾きは f00(a) である．よって，条件 (イ) より

f0(a)f00(a) = ¡1

が成り立つ．これより，x < 0 に対して，f0(x)f00(x) = ¡1 が成り立つので，Z
f0(x)f00(x) dx =

Z
(¡1) dx ()

Z
1
2
�ff0(x)g2•0 dx = ¡

Z
dx

()
1
2
ff0(x)g2 = ¡x + C (C : 積分定数)

() f0(x) = §
p
¡2x + 2C ÝÝ 1

条件 (ア) より，f0(¡2) = 2( > 0) であるから 1 の符号は + の方をとり，
p
4 + 2C = 2 より C = 0 を

得る．したがって，f0(x) =
p
¡2xÝÝ(答)

(2) (1) より，f0(x) =
p
¡2x =

p
2(¡x)

1
2 であるから，

Z
f0(x) dx =
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1
2 dx () f(x) =

2
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2 ¢ (¡1) + C (C : 積分定数)
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条件 (ア) より，f(¡2) = ¡
8
3
であるから，
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Ú C = 0

このとき，f(x) = ¡
2
p
2

3
(¡x)

3
2 =

2
p
2

3
x
p
¡x となるので，f(x) =

2
p
2

3
x
p
¡xÝÝ(答)
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(3) 2 曲線はいずれも原点を通り，x < 0 において，

f(x) < 0 < f0(x)

を満たすので，S(a) は右図の斜線部分の面積を表す．

O

y

x

y = f0(x)

a

y = f(x)

S0(a)

ゆえに，
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よって，
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(¡a)r = lim
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+1 #r < 5
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;

0 #r > 5
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ゆえに， lim
a!¡1

S(a)
(¡a)r が有限な値に収束するための r の条件は，r = 5

2
ÝÝ(答)
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不定積分を行うときは，積分定数を付けることを忘れてはいけません．本問では，条件から積分定数が 0 となりま

すが，積分定数を書かなければ，いくら答えが合っていても原点は避けられません．条件によっては，0 にならない

こともあるからです．(3) の問題のテーマは，極限が収束するための条件を求めることです．必ずできるようになっ

ておいて下さい．頻出まではいかないものの，とても大切な考え方を含んでいます．類題もたくさんあるので，探し

て解いておきましょう．
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