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次の問いに答えよ．

(1) 関数 f(x) に対し，等式
Z ¼

0
xf(sin x) dx =

¼
2

Z ¼

0
f(sin x) dx を証明せよ．

(2) 定積分
Z ¼

0

x sin x
1 + sin2 x

dx の値を求めよ．

µ ´
【テーマ】：対称性を利用した定積分の計算
S Ð ]

x = ¼ ¡ t とおいて，置換積分を行います．(2) は (1) を利用すればよいので，どの部分が f(x) に対応するか

を考えます．
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(1) 【証明】

I =

Z ¼

0
xf(sin x) dx において，x = ¼ ¡ t とおくと，dx = ¡dt で，

x 0 ! ¼

t ¼ ! 0x と t の対応は右表のようになるので，

I =

Z 0

¼
(¼ ¡ t)f(sin(¼ ¡ t)) (¡dt)

=

Z ¼

0
(¼ ¡ t)f(sin t) dt

=

Z ¼

0
¼f(sin t) dt ¡

Z ¼

0
tf(sin t) dt

=

Z ¼

0
¼f(sin t) dt ¡ I

2I = ¼
Z ¼

0
f(sin t) dt

I =
¼
2

Z ¼

0
f(sin t) dt Ú

Z ¼

0
xf(sin x) dx =

¼
2

Z ¼

0
f(sin x) dx

よって，示された． （証明終）

(2) f(x) =
x

1 + x2 とおくと，(1) より，
Z ¼

0

x sin x
1 + sin2 x

dx =

Z ¼

0
xf(sin x) dx

=
¼
2

Z ¼

0
f(sin x) dx (Û (1))

=
¼
2

Z ¼

0

sin x
1 + sin2 x

dx

=
¼
2

Z ¼

0

sin x
2¡ cos2 x

dx

=
¼
4
p
2

Z ¼

0
$ sin xp

2¡ cos x
+

sin xp
2 + cos x

< dx

=
¼
4
p
2

Z ¼

0
T (

p
2¡ cos x)0
p
2¡ cos x

¡
(
p
2 + cos x)0
p
2 + cos x

l dx

=
¼
4
p
2
� log "

B
2¡ cos x:¡ log "

B
2 + cos x: „

¼

0
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=
¼
4
p
2
�Rlog "

B
2 + 1:¡ log "

B
2¡ 1:j¡ Rlog "

B
2¡ 1:¡ log "

B
2 + 1:j–

=
¼
2
p
2
Rlog "

B
2 + 1:¡ log "

B
2¡ 1:j

=
¼
2
p
2
log

p
2 + 1p
2¡ 1

=
¼
2
p
2
log "

B
2 + 1:2

=
¼p
2
log !p2 + 19ÝÝ(答)
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(1) で示した等式を図形的に考えてみましょう．F(x) = f(sin x) とおくと，

F(¼ ¡ x) = F(x) () F # ¼
2

¡ x; = F # ¼
2

+ x;

が成り立ちます．これは，F(x) が x =
¼
2
に関して対称であることを表しています．

また，G(x) = #x ¡
¼
2
; F(x)とおくと，

G(¼ ¡ x) = # ¼
2

¡ x; F(x) = ¡G(x) () G # ¼
2

¡ x; = ¡G # ¼
2

+ x;

となり，G # ¼
2
; = 0 であることから，G(x) は点 # ¼

2
; 0; に関して対称であることがわかります．ゆえに，

Z ¼

0
G(x) dx =

Z ¼

0
#x ¡

¼
2
; F(x) dx ()

Z ¼

0
G(x) dx = ¡

Z ¼

0
G(x) dx

()

Z ¼

0
G(x) dx = 0

が導かれます．したがって，
Z ¼

0
#x ¡

¼
2
; F(x) dx = 0 ()

Z ¼

0
xF(x) dx =

¼
2

Z ¼

0
F(x) dx

を得ることができます．このように背景を考えることで問題の真意が見えてくることがあります．

ちなみに，(1) の最後のところでは，定積分の値は積分変数によらない．すなわち
Z ¼

0
F(t) dt =

Z ¼

0
F(x) dx

であることを用いています．
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