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関数 f(x) を次のようにおく．

f(x) = ex + e¡x ¡ 3
e2x + e¡2x ¡ 6ex ¡ 6e¡x + 12

(1) t = ex + e¡x ¡ 3 とする．f(x) を t の式で表せ．

(2) x は実数全体を動くとする．f(x) の最大値と最小値を求めよ．

(3) 実数 a に対して f(x) = a をみたす実数 x の個数を求めよ．µ ´
【テーマ】：方程式の実数解の個数S Ð ]
置き換えをしたら新しい変数の範囲を忘れずに求める必要があります．また，(3) では，y = g(t) のグラフをき

ちんとかいて考える必要があることと，t と x の実数解の個数の対応を考える必要があります．g q
| Ä

D

(1) t = ex + e¡x ¡ 3 より，両辺を 2 乗すると，

t2 = (ex + e¡x ¡ 3)2

= e2x + e¡2x + 9+ 2ex ¢ e¡x ¡ 6e¡x ¡ 6ex

= e2x + e¡2x ¡ 6ex ¡ 6e¡x + 11

また，ex > 0; e¡x > 0 であるから，相加平均・相乗平均の関係より，

ex + e¡x = 2
p
ex ¢ e¡x = 2

等号は，ex = e¡x すなわち x= 0 のとき，成立する．よって，ex + e¡x ¡ 3 = ¡1 となることから，

f(x) = t
t2 + 1

(t = ¡1)ÝÝ(答)

(2) g(t) = t
t2 + 1

とおくと，t = ¡1 での y= g(t) の最大値・最小値を求めればよい．

g0(t) = t
2 + 1¡ t ¢ 2t
(t2 + 1)2

=
¡t2 + 1
(t2 + 1)2

となるので，g0(t) = 0 のとき，t = §1 である．よって，増減表は次のようになる．

t ¡1 Ý 1 Ý (+1)

g0(t) 0 + 0 ¡

g(t) ¡
1
2
%

1
2
& (0)

g(¡1) = ¡ 1
2
; g(1) = 1

2

lim
t!+1

t
t2 + 1

= lim
t!+1

1
t

1 +
1
t2
= 0

ここで，t= 1 のとき，

ex + e¡x ¡ 3 = 1 () e2x ¡ 4ex + 1 = 0 () ex = 2§
p
3 Ú x= log(2§

p
3)

であり，t= ¡1 のとき，

ex + e¡x ¡ 3 = ¡1 () e2x ¡ 2ex + 1 = 0 () (ex ¡ 1)2 = 0 Ú x= 0
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となるので，求める最大値と最小値は，X 最大値 1
2

(x = log(2§
p
3))

最小値 ¡
1
2
(x = 0)

ÝÝ(答)

(3) (2) の増減表より，y = g(t) のグラフは右図のようになる．

O

y

t

1
2

¡
1
2

¡1

1

y = g(t)

また，t = ex + e¡x ¡ 3 より， dtdx = e
x ¡ e¡x であるから，X x< 0 のとき dt

dx < 0

x = 0 のとき dt
dx = 0

となる．さらに，

lim
x!§1

(ex + e¡x ¡ 3) = +1

であるから，W t = ¡1 のとき x= 0 の 1 つのみ

t > ¡ 1 のとき t の値 1 つに対して x の値は 2 つある

O

t

x

t= ex + e¡x ¡ 3

¡1

ゆえに，y= g(t) と y= a のグラフの交点の個数と，上記のことを

合わせて f(x) = a の実数解の個数を分類すると，次のようになる．

a a< ¡ 1
2
; 1
2
<a のとき 0 個

a = ¡ 1
2
のとき 1 個

¡
1
2
<a 5 0;a = 1

2
のとき 2 個

0<a< 1
2
のとき 4 個

ÝÝ(答)
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置き換えをして実数解の個数を求める問題では，次の点に注意が必要になります．

・ 新しく置き換えた文字の範囲を求める．

・ 元の文字と新しく置き換えた文字の実数値の対応を考える．

このことから，(3) では，t = ex + e¡x ¡ 3 のグラフの概形を知る必要があったのです．したがって，t を x で微分

してグラフの状況をつかみました．ここで， lim
x!§1

(ex + e¡x ¡ 3) が何故必要なのかわかりますか？これは，x の値

が大きくなったとき，t がある値に収束してしまうと t = ¡1 で t の値 1 つに対して x の値が 2 つ対応するとは限
らなくなってしまうからです．このような議論をきちんと行った上で実数解の個数を分類する必要があります．もち

ろん増減表をきちんとかいていれば問題ありません．

ちなみに，y= f(x) のグラフは右図のようになります．
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x

1
2
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log(2 +
p
3)log(2¡

p
3)

y = f(x)
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