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x; y を実数とし，行列 X = '
x ¡y

y x
? を考える．

(1) X に関する次の方程式を解け．ここで a; b は実数とする．

X2 + aX + bE = O

(2) 方程式 X6 = E をみたす X をすべて求めよ．
µ ´
【テーマ】：行列の累乗
S Ð ]
(1) は，ケーリー・ハミルトンの定理を使って，a; b の値を求めますが，単純に係数比較をしてはいけません．

(2) は，行列 X の形から回転行列であることを見極めて，x = r cos µ; y = r sin µ とおいて考えましょう．
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(1) ケーリー・ハミルトンの定理より，

X2 ¡ 2xX + (x2 + y2)E = O () X2 = 2xX ¡ (x2 + y2)E

よって，

X2 + aX + bE = O () 2xX ¡ (x2 + y2)E + aX + bE = O

() (2x + a)X ¡ (x2 + y2 ¡ b)E = O ÝÝ1

‘ 2x + a = 0 のとき，

1 より，x2 + y2 = b であればよく，x = ¡
a
2
より，

y2 = b ¡
a2

4

ここで，b< a2

4
のとき，y2<0 となり解なし．よって，

b = a2

4
すなわち a2 ¡ 4b 5 0 のとき，y = §

E
b ¡

a2

4
= §

B
4b ¡ a2

2

’ 2x + a Ë 0 のとき，

X =
x2 + y2 ¡ b

2x + a E () '
x ¡y

y x
? = )

x2 + y2 ¡ b
2x + a 0

0
x2 + y2 ¡ b

2x + a

A

このとき，成分を比較すると，

X
x =

x2 + y2 ¡ b
2x + a ÝÝ1

y = 0 ÝÝ2

2 を 1 へ代入して，

2x2 + ax = x2 ¡ b () x2 + ax + b = 0 Ú x =
¡a §

B
a2 ¡ 4b
2

よって，
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a2 ¡ 4b<0 のとき，解なし

a2 ¡ 4b = 0 のとき，2x + a Ë 0 に反する

a2 ¡ 4b>0 のとき，x =
¡a §

B
a2 ¡ 4b
2

以上より，

a
a2 ¡ 4b 5 0 のとき， X =

1
2
'

¡a ¨
B
4b ¡ a2

§
B
4b ¡ a2 ¡a

? (複号同順)

a2 ¡ 4b>0 のとき， x =
¡a §

B
a2 ¡ 4b
2

'
1 0

0 1
?

ÝÝ(答)

(2) x = r cos µ; y = r sin µ (r>0; 0 5 µ<2¼) とおくと，

X = '
r cos µ ¡r sin µ

r sin µ r cos µ
? Ú X6 = '

r cos µ ¡r sin µ

r sin µ r cos µ
?

6

= r6 '
cos 6µ ¡ sin 6µ

sin 6µ cos 6µ
?

となるので，

X6 = E () V
r6 cos 6µ = 1

r6 sin 6µ = 0

よって，r6 = 1; 6µ = 2n ¼ (n は 0 以上の整数) となり，0 5 6µ<12¼ より，これをみたす µ の値は，

6µ = 0; 2¼; 4¼; 6¼; 8¼; 10¼ Ú µ = 0; ¼
3

; 2
3

¼; ¼; 4
3

¼; 5
3

¼

また，r は正の実数より，r = 1 となるので，
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これをまとめると，

X = §'
1 0

0 1
? ; §

1
2
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ケーリー・ハミルトンの定理を用いて，X2 を X の 1 次式で置き換えます．行列で表される方程式で係数比較を

してはいけないことをきちんと理解しておきましょう．ケーリー・ハミルトンは次数下げの道具という認識を持って

おくとよいでしょう．

'
x ¡y

y x
? の形をした行列は，回転行列となることを知っておきましょう．それを知っているという前提

で x = r cos µ; y = r sin µ という置換が思いつくのです．回転行列がいつも '
cos µ ¡ sin µ

sin µ cos µ
? で与えられる

とは限りません．
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