
微分法の応用 【解答と解説】 2008/1/24

¶ ³

R 【難易度】Ý S

µ を媒介変数として曲線 C を次のように定義する．

C : T x = µ cos µ
y = µ sin µ #¡ 3

2
¼ 5 µ 5 3

2
¼;

(1) 曲線 C は y 軸に関して対称であることを示せ．

(2)
dx
dµ ;

dy
dµ ;

dy
dx をそれぞれ µ を用いて表せ．

(3) 曲線 C の概形を図示せよ．
µ ´
【テーマ】：媒介変数表示された曲線の図示
S Ð ]
(1) での y 軸に関する対称性を証明するときは，µ の範囲が 0 を境に対称なので，µ = 0 と µ 5 0 に分けて考え

ます．(2) は合成関数の微分を用います．(3) では，(1); (2) で求めた情報を基にして増減表をつくりグラフをか

きます．
g q

(1) から意外に難問という印象を持ったかもしれません．µ の値が 0 に関して対称である点に注目しましょう．

y = f(x) が y 軸に関して対称であることを証明するためには，f(¡x) = f(x) であることを証明すればよいこと

は知っているでしょう．本問のように µ が 0 を境に対称に与えられているときは，

x(¡µ) = ¡x(µ) ; y(¡µ) = y(µ)

を示します．

y軸に関する対称性は，x(¡µ) = ¡x(µ); y(¡µ) = y(µ)を示す．
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(1) 【証明】

C : T x(µ) = µ cos µ
y(µ) = µ sin µ とおく．

0 5 µ 5 3
2

¼ のとき，V x(µ) = µ cos µ

y(µ) = µ sin µ
に対して，¡

3
2

¼ 5 µ 5 0 のとき，

T x(¡µ) = ¡µ cos(¡µ) = ¡µ cos µ = ¡x(µ)
y(¡µ) = ¡µ sin(¡µ) = µ sin µ = y(µ)

となるので，曲線 C は y 軸に関して対称であることが示された． （証明終）ÝÝ(答)

(2) x; y をそれぞれ µ で微分すると，

dx
dµ = cos µ ¡ µ sin µÝÝ(答) ;

dy
dµ = sin µ + µ cos µÝÝ(答)
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となるので，

dy
dx =

dy
dµ
dx
dµ

=
sin µ + µ cos µ
cos µ ¡ µ sin µ ÝÝ(答)

(3) (1) より，C は y 軸に関して対称であるから，0 5 µ 5 3
2

¼ で考える．この範囲で x = 0; y = 0 とな

る µ の値は，

x = 0 のとき， µ = 0; ¼
2

; 3
2

¼

y = 0 のとき， µ = 0; ¼

である．

‘ 0 5 µ 5 ¼
2
のとき，

dy
dµ >0 である．ここで，dx

dµ = f(µ) = cos µ ¡ µ sin µ とおくと，

f0(µ) = ¡ sin µ ¡ sin µ ¡ µ cos µ<0

となるので，f(µ) は単調減少である．f(0) = 1>0; f # ¼
2
; = ¡

¼
2

<0 で f(µ) が連続関数であるこ

とから f(µ) = 0 となる µ の値がただ一つ存在する．その値を µ = ® とする．

’ ¼
2

5 µ 5 ¼ のとき，

dx
dµ <0 である．ここで，

dy
dµ = g(µ) = sin µ + µ cos µ とおくと，

g0(µ) = cos µ + cos µ ¡ µ sin µ<0

となるので，g(µ) は単調減少である．g # ¼
2
; = 1>0; g(¼) = ¡¼<0 で g(µ) が連続関数であることか

ら g(µ) = 0 となる µ の値がただ一つ存在する．その値を µ = ¯ とする．

“ ¼ 5 µ 5 3
2

¼ のとき，

dy
dµ <0 である．ここで，dx

dµ = f(µ) = cos µ ¡ µ sin µ とおくと，

f0(µ) = ¡ sin µ ¡ sin µ ¡ µ cos µ>0

となるので，f(µ) は単調増加である．f(¼) = ¡1<0; f # 3
2

¼; =
3
2

¼>0 で f(µ) が連続関数であるこ

とから f(µ) = 0 となる µ の値がただ一つ存在する．その値を µ = ° とする．

以上‘～“ より，0 5 µ 5 3
2

¼ での増減表は次のようになる．

µ 0 Ý ® Ý
¼
2

Ý ¯ Ý ¼ Ý ° Ý
3
2

¼

dx
dµ + 0 ¡ ¡ ¡ ¡ 0 +

x 0 ! Ã 0 Ã Ã ¡¼ Ã ! 0

dy
dµ + + + 0 ¡ ¡ ¡

y 0 " "
¼
2

" # 0 # # ¡
3
2

¼

よって，曲線 C の 0 5 µ 5 3
2

¼ での概形は，次の図１のようになるので，y 軸に関する対称性を考えて曲

C 大学受験・数学塾　管理人：makoto



微分法の応用 【解答と解説】 2008/1/24

線 C の概形は図２のようになる．
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【図１】
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【図２】
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媒介変数表示された関数のグラフをかくのは慣れていないと非常に大変な作業になり，思ったより時間がかかるでし

ょう．ポイントとしては，軸に関する対称性を発見するということです．これによって，ある程度増減表を縮小する

ことができるのでグラフが非常にかきやすくなります．本問では，誘導していますが自分で対称性を発見できる訓練

をしておきましょう．

媒介変数を用いると，このような（NTTのマークみたいでしょ！）面白い曲線をかくことができます．もっと神秘

的な形をしたグラフもあるので，興味がある人は探してみてください．
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